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ВЛАСТИВОСТI СПЕКТРА ЕЛЕКТРОНIВ I ДIРОК У КВАНТОВОМУ ДРОТI,
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У наближеннi ефективних мас i прямокутного потенцiялу розраховано енерґетичнi спектри
та хвильовi функцiї електронiв i дiрок у складнiй комбiнованiй напiвпровiдниковiй наногете-
росистемi, що перебуває в зовнiшньому середовищi i складається з цилiндричного напiвпровiд-
никового квантового дроту, який перпендикулярно перетинає плоску квантову яму. Докладно
дослiджено залежностi енерґiй квазiчастинок вiд радiуса квантового дроту й ширини кванто-
вої ями.
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I. ВСТУП
Останнiми роками багато теоретичних й експери-
ментальних робiт присвячено вивченню рiзного типу
напiвпровiдникових гетеросистем. Це зумовлено пер-
спективами їх застосування в наноелектронiцi та пре-
цизiйнiй лазернiй технiцi [1,2].
Для того, щоб цiлеспрямовано отримувати необхiд-
нi властивостi об’єктiв нового типу, слiд вивчити фi-
зичнi явища, що в них вiдбуваються. Для цього по-
трiбна теорiя спектрiв квазiчастинок та їхньої взаємо-
дiї мiж собою i з рiзними зовнiшнiми полями в рiзних
наногетеросистемах. Теорiю електронiв, дiрок, екси-
тонiв, фононiв та взаємодiї цих квазiчастинок мiж со-
бою, а також з електричним i магнетним полями у
квантових точках (КТ) [3–5], квантових дротах (КД)
[6,7], квантових ямах (КЯ) [8,9] iнтенсивно розробля-
ли останнiм десятилiттям i досягли не лише якiсно-
го, але й непоганого кiлькiсного узгодження з експе-
риментом. Це стосується багатошарових вiдкритих i
закритих систем, в основному, сферичної та цилiнд-
ричної симетрiй [10–12].
Оскiльки технологiя виготовлення рiзних наносис-
тем проґресує дуже швидко, то вже iснують i де-
тально вивчаються експериментально створенi до-
сить складнi комбiнованi наноконструкцiї, якi мiстять
рiзноманiтнi просторовi з’єднання квантових точок,
квантових дротiв i квантових ям. Дослiдження таких
систем важливе у зв’язку з можливiстю їх викорис-
тання у приладах фiзичної, бiомедичної та оптоелек-
тронiки [13]. Теорiї спектрiв квазiчастинок у таких
системах поки що не iснує взагалi, оскiльки вони до-
сить складнi для математичного опису. Тому цiкаво i
важливо дослiдити особливостi поведiнки “основних”
квазiчастинок (електронiв, дiрок, екситонiв) хоча б у
порiвняно простих системах.
Однiєю з таких систем є цилiндричний напiвпровiд-
никовий квантовий дрiт, що перетинає плоску кван-
тову яму. Теорiї фiзичних явищ у таких системах ще
немає, бо вiдсутня навiть теорiя спектрiв та взаємо-
дiї основних квазiчасток мiж собою i з полями в цих
системах.
Створення такої квантовомеханiчної теорiї є акту-
альною задачею, хоча вона апрiорi матиме очевиднi
математичнi труднощi, зумовленi необхiднiстю роз-
в’язування задачi Шрединґера зi складними гранич-
ними умовами.
Метою цiєї роботи є побудова теорiї спектра елект-
рона й дiрки в достатньо простiй комбiнований нано-
гетеросистемi, що складається з цилiндричного КД,
який перпендикулярно перетинає плоску КЯ в зов-
нiшньому середовищi. Як буде показано, висока си-
метрiя системи дає змогу розв’язати цю задачу i впер-
ше дослiдити цiкавi особливостi спектрiв електронiв i
дiрок у цiй наносистемi.
II. ТЕОРIЯ СПЕКТРА ЕЛЕКТРОНА (ДIРКИ)
В ЦИЛIНДРИЧНОМУ
НАПIВПРОВIДНИКОВОМУ КВАНТОВОМУ
ДРОТI, ЩО ПЕРЕТИНАЄ КВАНТОВУ ЯМУ
Розглянуто вмiщену в середовище (3) наногетеро-
систему, яка складається з цилiндричного напiвпро-
вiдникового квантового дроту радiуса ρ0 (1), що пер-
пендикулярно перетинає безмежну плоску квантову
яму шириною h0 (2), утворюючи цилiндричну КТ (0)
(рис. 1).
Для того, щоб отримати спектр екситонiв у дослi-
джуванiй системi, спершу необхiдно розвинути теорiю
електронних та дiркових спектрiв i вiдповiдних хви-
льових функцiй, а оскiльки вона цiлком еквiвалент-
на для обох квазiчастинок, то в цьому параграфi ми
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опустимо iндекси електрона чи дiрки й будемо роз-
глядати спектр i хвильовi функцiї квазiчастинки з вi-
домою ефективною масою m(r) i потенцiялом U(r).
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Рис. 1. Геометрична схема квантового дроту (1), що пе-
ретинає плоску квантову яму (2) у зовнiшньому середо-
вищi (3), та потенцiяльна енерґiя електрона в утворенiй
цилiндричнiй КТ (0).
Ефективнi маси й потенцiяльнi енерґiї електрона
в рiзних дiлянках наногетеросистеми вважаються, як
це прийнято в лiтературi [3,10–12,14], вiдомими й рiв-
ними тим, якими квазiчастинка характеризується в
масивних аналогах складових нанокристалiв
m(r) =


m0, середовище “0”,
m1, середовище “1”,
m2, середовище “2”,
(1)
U(r) =


0, середовище “0”,
U1, середовище “1”,
U2, середовище “2”,
∞, середовище “3”.
(2)
Енерґетичний спектр i хвильовi функцiї квазiчас-
тинки визначають, як вiдомо [15,16], рiвнянням Шре-
динґера
(
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ψ(r) = Eψ(r), (3)
яке в доцiльнiй для цього випадку цилiндричнiй сис-
темi координат є таким
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ψ(ρ, ϕ, z) = Eψ(ρ, ϕ, z). (4)
Ураховуючи симетрiю задачi, розв’язок рiвняння
(4) зручно шукати в рiзних дiлянках простору в та-
кому виглядi:
ψ(r) =


ψ0(ρ, ϕ, z) = A0Jm(χ0ρ)exp(imϕ)
(
sin k0z
cos k0z
)
, (“0”)
ψ1(ρ, ϕ, z) = A1Jm(χ1ρ)exp(imϕ)exp(−k1z), (“1”)
ψ2(ρ, ϕ, z) = A2,Km(χ2ρ)exp(imϕ)
(
sin k2z
cos k2z
)
, (“2”)
(5)
де A0, A1, A2  деякi константи, Jm(ρ) i Km(ρ) функцiя Бесселя й Макдональда цiлого порядку, m  магнетне
квантове число,
χ0 =
√
2m0
~2
(
E −
~2k2
0
2m0
)
, χ1 =
√
2m1
~2
(
U1 −E +
~2k2
1
2m1
)
,
χ2 =
√
2m2
~2
(
U1 −E +
~2k2
2
2m2
)
.
(6)
k0, k1, k2  поки що невiдомi величини.
Розв’язки задачi повиннi задовольняти граничнi умови неперервности хвильових функцiй та потокiв їхньої
густини ймовiрности на всiх межах подiлу мiж внутрiшнiми середовищами наногетеросистеми (“0”−“1” та
“0”−“2”) (рис. 1).
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
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,
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=
1
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∂z
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z=h0/2
,
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(7)
Крiм цього, на межах наносистеми iз зов-
нiшнiм середовищем, через наявнiсть безмежного
потенцiяльного бар’єра, повиннi зникати хвильовi
функцiї ψ1 i ψ2
ψ1(ρ, ϕ, z)
∣∣∣
ρ=ρ0
= 0, (“1”−“3”),
ψ2(ρ, ϕ, z)
∣∣∣
z=h0/2
= 0, (“2”−“3”). (8)
Iз цих умов визначаємо величини
χ1 =
xpдm
ρ0
, k2 =
pipя
h0
. (9)
Тут xpдm  нулi функцiї Бесселя цiлого порядку, де
число pд = 1, 2, 3, . . . номер нуля, що зумовлений об-
меженням руху квазiчастки з квантового дроту в на-
вколишнє середовище в радiяльному напрямку, число
pя = 1, 2, 3, . . .  зумовлює обмеження руху квазiчас-
тинки з квантової ями в навколишнє середовище в
напрямку, паралельному до аксiяльної осi.
З умови нетривiяльности розв’язку системи рiвнянь
(7) щодо коефiцiєнтiв A0, A1, A2 при врахуваннi умо-
ви нормування ∫∫∫
|ψ(r)|2dr = 1 (10)
отримуємо систему трансцендентних рiвнянь, яка од-
нозначно визначає хвильовi функцiї ψ
e(pд,pя)
nz,nρ,m та енер-
ґетичний спектр електрона (E
e(pд ,pя)
nz ,nρ,m) при фiксованих
значеннях чисел pд, pя та квантових чисел nz, nρ,m.


k0
m0
(
ctg
(
k0
h0
2
)
− tg
(
k0
h0
2
))
= −
k1
m1
,
χ0
m0
J ′m(χ0ρ0)
Jm(χ0ρ0)
=
χ2
m2
K ′m(χ2ρ0)
Km(χ2ρ0)
(11)
Зауважимо, що числа pд, pя формально подiбнi до
квантових чисел nz, nρ, тiльки першi визначаються
лише умовами зникнення хвильових фукцiй на вiд-
повiдних межах iз зовнiшним середовищем, а другi
 умовами неперевности хвильових функцiй i пото-
кiв густин на внутрiшнiх межах складної наногетеро-
системи. Отже, “фiзична природа” груп чисел (pд, pя)
i (nz , nρ) трохи подiбна, а трохи вiдрiзняється, тому
надалi ми будемо називати (pд, pя) просто числами, а
(nz , nρ)  квантовими числами.
III. АНАЛIЗ ТА ОБГОВОРЕННЯ
РЕЗУЛЬТАТIВ
Числовi розрахунки енерґетичного спектра елект-
ронiв (дiрок) виконано для наногетеросистеми з на-
пiвпровiдникiв β-HgS (середовище “0”) i β-CdS (сере-
довища “1” i “2”). Матерiяльнi параметри таких напiв-
провiдникiв добре вiдомi [14].
Результати розрахункiв залежностей енерґiй елек-
трона (E
e(pд ,pя)
nz ,nρ,m) i дiрки (E
h(pд,pя)
nz ,nρ,m) вiд радiуса кван-
тового дроту (ρ0) при фiксованiй висотi цилiндричної
КТ h0 = 10 aHgS i фiксованих числах pд, pя та при
квантовому числi m = 0 зображено на рис. 2а,b, при
тих же числах (pд, pя, m = 0) залежнiсть (E
e(pд,pя)
nz ,nρ,m)
i (E
h(pд,pя)
nz ,nρ,m) вiд висоти цилiндричної КТ (h0) при
ρ0 = 10 aHgS зображено на рис. 2с,d.
Iз фiзичних мiркувань зрозумiло, i це видно з рис. 2,
що якiсно поведiнка спектрiв електрона й дiрки одна-
кова, а кiлькiсна рiзниця зумовлена лише вiдмiннiс-
тю їхнiх ефективних мас i потенцiяльних енерґiй. То-
му досить обмежитись аналiзом спектра електронних
станiв.
З рисунка 2а,b видно, що зi збiльшенням ρ0 всi енер-
ґетичнi рiвнi E
e(1,1)
nz,nρ,0
змiщуються в дiлянку менших
енерґiй. За фiксованих pд = 1, pя = 1, m = 0 спек-
тральнi рiвнi утворюють групи за квантовим числом
nz , у якi входять рiвнi з рiзним значенням квантово-
го числа nρ. Таким чином, основному енерґетичному
рiвню вiдповiдає стан iз числами pд = 1, pя = 1 та з
квантовими числами m = 0, nz = 1, nρ = 1. Енерґiї
групи рiвнiв iз nz = 1 i nz = 2 зi збiльшенням радiуса
квантового дроту ρ0 зменшуються i, як i повинно бу-
ти в граничному випадку (ρ0  h0), наближаються до
значень енерґiй, що вiдповiдають двом енерґетичним
станам електрона Eenz=1,2,m=0 у плоскiй КЯ безмеж-
ного радiуса (ρ0 → ∞) наносистеми β-HgS, розташо-
ванiй у середовищi β-CdS.
229
М. В. ТКАЧ, О. М. МАХАНЕЦЬ, А. М. ГРИЩУК
0 5 10 15 20 25 30
0
200
400
600
800
1000
1200
E
e
n
z
=1,m=0
E
e
n
z
=2,m=0n
U
=3
n
U
=1
n
U
=2
n
z
=2
n
z
=1
U
0
 (a
HgS
)
}
E
e
 (
1
, 
1
)
n
z
 n
U 
0
, 
m
e
V
}
m=0
h
0
=10a
HgS
ɪ
ɞ
=1p
ɹ
=1
0 5 10 15 20 25 30
0
200
400
600
800
1000
1200
E
e
 (
1
, 
1
)
n
z
 n
U 
0
, 
m
e
V
E
e
n
U
=2,m=0
E
e
n
U
=1,m=0
n
z
=1
n
z
=2
n
z
=3
}
}
n
U
=1
n
U
=2
h
0
 (a
HgS
)
m=0
U
0
=10a
HgS
p
ɞ
=1pɹ=1
0 5 10 15 20 25 30
600
500
400
300
200
100
E
h
 (
1
, 
1
)
n
z
 n
U 
0
, 
m
e
V
E
h
n
z
=2,m=0
E
h
n
z
=1,m=0
n
U
=1
n
U
=2
n
U
=3
n
z
=1}
} nz=2
U
0
 (a
HgS
)
0 5 10 15 20 25 30
600
500
400
300
200
100
E
h
 (
1
, 
1
)
n
z
 n
U 
0
, 
m
e
V
E
h
n
U
=2,m=0
E
h
n
U
=1,m=0
n
U
=2}
n
U
=1}
n
z
=3
n
z
=2
n
z
=1
h
0
 (a
HgS
)
a
b d
c
Рис. 2. Залежнiсть енерґетичних рiвнiв E
e,h(1,1)
nz ,nρ,m електрона та дiрки вiд радiуса цилiндричного КД (ρ0) при
h0 = 10aHgS (a,b) i вiд висоти h0 цилiндричної КТ при ρ0 = 10aHgS (c,d).
З рисунка (2c,d.) видно, що поведiнка енерґетич-
них рiвнiв електрона й дiрки за збiльшенням висоти
цилiндричної КТ подiбна до тiєї, що була при збiль-
шеннi радiуса квантового дроту, але змiнюється iє-
рархiя енерґетичних рiвнiв. Так, тепер вони утворю-
ють групи за квантовим числом nρ, у якi входять ста-
ни з рiзними квантовими числами nz. Як i ранiше,
основному енерґетичному рiвню вiдповiдають числа
pд = 1, pя = 1 та квантовi числа m = 0, nz = 1,
nρ = 1. Зi збiльшенням висоти ЦКТ групи рiвнiв iз
nρ = 1 i nρ = 2 асимптотично наближаються до зна-
чень енерґiї Ee,hnρ=1,2,m=0, що вiдповiдає двом кванто-
вим станам квазiчастинки у квантовому дротi β-HgS
радiуса ρ0 = 10aHgS, який розташований у середовищi
β-CdS.
На рис. 3a,b,c,d зображено залежностi густин ймо-
вiрностей W
e(1,1)
nz ,nρ,m = ρ
∣∣∣ψe(1,1)nz,nρ,m(ρ, z)
∣∣∣2 основного й
кiлькох нижнiх збуджених станiв електрона вiд змiн-
них z i ρ. З рис. 3а видно, що W
e(1,1)
110 має один макси-
мум, як i повинно бути iз загальної теорiї локалiзова-
них станiв квазiчастинок. Рис. 3b вiдповiдає першому
збудженому енерґетичному рiвню з числами pя = 1,
pд = 1 та квантовими числами m = 0, nz = 1, nρ = 2.
З рисунка видно, що густина ймовiрности має два
максимуми вздовж напрямку ρ i один  уздовж на-
прямку z. Рис. 3с описує густину ймовiрности перебу-
вання електрона на третьому збудженому рiвнi з чис-
лами pя = 1, pд = 1 та квантовими числами nz = 2,
nρ = 1, m = 0. Вiдповiдно W
e(1,1)
021 має два максиму-
ми вздовж напрямку z (хвильова функцiя симетрич-
на щодо замiни z на −z ) i один  уздовж напрямку
ρ. Нарештi рис. 3d вiдповiдає числам pя = 1, pд = 1
та квантовим числам nz = 2, nρ = 2, m = 0 i густи-
на ймовiрности має по два максимуми вздовж обох
напрямкiв.
230
ВЛАСТИВОСТI СПЕКТРА ЕЛЕКТРОНIВ I ДIРОК У КВАНТОВОМУ ДРОТI. . .
100
50
0
50
100
100
50
0
50
100
100
50
0
50
100
100
50
0
50
100
a
U
0U
z
U
0U
z
c d
z
z
UU
0U0U
b
11
110W ( , z)U
11
220W ( ,z)U
11
210W ( ,z)U
11
120W ( , z)U
0
5 5
10
55
0.001
1010
10
0.001 0.001
0.001
0.0020.002
0.0020.002
Рис. 3. Залежностi густин ймовiрностей знаходження електрона в кiлькох станах вiд змiнних ρ i z при ρ0 = 10aHgS i
h0 = 10aHgS.
Iз загального аналiзу системи рiвнянь (11) випли-
ває, що всi електроннi (дiрковi) стани є двiчi виро-
дженими за магнетним квантовим числом m (крiм
m = 0). Окрiм того, як видно з рис. 2, iснує також ви-
падкове виродження рiзних станiв (навiть приm = 0),
оскiльки при змiнi радiуса квантового дроту ρ0 чи
висоти квантової точки h0 перетинаються мiж собою
рiвнi з рiзними значеннями nz та nρ (рис. 2).
На рис. 4a,b,c наведено результати розрахунку
енерґiй електронного спектра для чотирьох найниж-
чих енерґетичних рiвнiв iз nz = 1, 2, nρ = 1, 2 при
m = 0, 1, 2, ρ0 = 10aHgS, h0 = 10aHgS в iнтервалах зна-
чень чисел pд i pя вiд 1 до 5. З рисунка добре видно
основнi властивостi E
e(pд,pя)
nznρm . Вони такi.
Зi збiльшенням величини квантових чисел nz, nρ,
m енерґiї електронiв у стацiонарних станах зроста-
ють. При цьому залежнiсть енерґiй квазiчастники вiд
чисел pд i pя плавна (майже лiнiйна), а вiд магнет-
ного квантового числа m  рiзкiша. Так, наприклад,
якщо при m = 0 у наногетеросистемi iснують стацi-
онарнi стани iз nz = 1, 2, nρ = 1, 2 (рис. 4a), то при
m = 1 стан iз nz = 2, nρ = 2 iснує лише при pя = 1, а
pд = 1, 2, 3 (рис. 4b). Якщо ж m = 2, то стацiонарних
станiв iз nρ = 2 не iснує взагалi (вони потрапляють у
неперервний спектр енерґiй).
Пiдсумовуючи отриманi результати, варто вiдзна-
чити, що розвинена в роботi теорiя не лише описує
властивостi спектрiв електронiв та дiрок, але й на ба-
зi знайдених хвильових функцiй цих квазiчасток дає
змогу побудувати теорiю екситонного спектра, а та-
кож дослiджувати взаємодiю цих квазiчасток iз фо-
нонами, що буде зроблено в наступних роботах.
Нарештi, слiд зауважити, що отриманi позитивнi
результати використаного в роботi математичного ме-
тоду дає надiю для дослiдження ще складнiших прос-
торових комбiнацiй наносистем, створених експери-
ментально.
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Рис. 4. Залежнiсть енерґiї електрона E
e,h(pд,pя)
nz,nρ,m вiд квантових чисел nz, nρ, m в iнтервалах значень pд i pя вiд 1 до 5
при ρ0 = 10aHgS, h0 = 10aHgS.
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THE PROPERTIES OF ELECTRON AND HOLE SPECTRA IN A QUANTUM WIRE
CROSSING PLANE QUANTUM WELL IN EXTERNAL MEDIUM
M. V. Tkach, O. M. Makhanets, A. M. Gryschyk
Fedkovych Chernivtsi National University,
2 Kotsiubynsky St., Chernivtsi, UA–58012, Ukraine
E-mail: theorphys@chnu.cv.ua
The electron and hole energy spectra in the combined semiconductor nanoheterosystem consisting of cylindrical
semiconductor quantum wire perpendicularly crossing the plane quantum well placed into the external medium
are calculated within the effective mass approximation and rectangular potential method. The dependences of
quasiparticles energies on the radius of quantum wire and width of the quantum well are studied in detail.
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